
曲面论  

# 曲面基本型  

考虑曲面参数方程 ，微元线段的度量写为：

称为第一基本型。

由图中几何关系有：

定义 为第二基本型。

法曲率 表示为：
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总结：

显然 决定了曲面上法曲率的方向。

# 主曲率 平均曲率 高斯曲率  

关注法曲率的极值，令 ，有：

二次方程有解，必然 。

由Cauchy不等式必然有： 即 。二次项系数大于零，二次

型小于零， 被限制在两个零点之间。

主曲率的极大极小值分别为：

称为高斯曲率， 称为平均曲率。

Gauss Theorem Egregium
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第二基本型的行列式可以写作：

因此高斯曲率之与第一基本型（曲面的度量）有关，意味着当曲面不伸长（由弯曲

能主导）时，高斯曲率不变。

# 曲面的结构方程  

类似于Frenet Frame，考虑到 为单位法矢量，切方向与自身垂直，曲面的结构方程

可以写为：

可以看出， 就是第二基本型的系数。

考虑导数可交换性，首先对于 ，有：

对比系数得到：

（10）中第二式自然满足，第一式称为Codazzi方程。

对于 有：
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对比系数得到：

（12）中第一式称为Gauss方程，第二式称为Codazzi方程。

现在证明（12）中第二式与（10）中第一式相同。

Christoffel记号可以表示为：

记 ，有：

..........................................................................................................................................

Gauss方程可以记为：

可以看出黎曼曲率张量具有大对称性同时具有小反对称性。

由于二维曲面只有两个指标，同时考虑到黎曼曲率张量的小反对称性，因此二维只

有一个不为零的黎曼曲率张量：

即二维曲面的Gauss方程。

Gauss曲率表示为：



黎曼曲率即为高斯曲率乘以第一基本型的行列式。

有趣的是板的能量可以写为：

能否把杆和板的形式统一起来？

1 如果把无泊松效应的曲面定义为理想曲面，可以看出同时为理想曲面和极小曲面的

弹性曲面能量为零。

2 对于理想曲面，平均曲率取极小时能量取极小值，这正是Marie-Sophie Germain首

次考虑弹性板时的能量形式。此外数学中寻找的恒平均曲率曲面正是不考虑泊松效

应时的等能量弹性曲面。

# 曲面结构方程的简化形式  

首先考虑Codazzi方程：

可以看出 必然不同，此外只有12和21两种选择。

不妨令 ， 分别等于1，2得到：

即为Codazzi-Mainardi方程。

由黎曼张量的对称性，有：

Gauss方程为：

Christoffel记号与Gauss参数的关系：
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由 以及 ，有：
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